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Elzbieta Jakbbczyk- Pracownia Matematyki Patacu Mtodzézy w
Katowicach

Czesciq catkowitg liczby rzeczywistej razywamy najwksz; liczbe catkowiy
nie wieksz; od x i oznaczamy symboléxip

Przyktady:
[7]=7
[5,2]=5
[-4]=-4
[-3,3]=-4

Wiasnosci:

. [x] < X< [x]+1

« 0s<x-[x]<1  (liczbe x-[x] nazywamy czicia utamkows liczby i
oznaczamy symbolefx}

* X2 [x] >x-1

« [x]0Zz

« J&li x0Z, to [x] = x

o Jali x<vy,to[x<]y]

Dowad:
Mamy
[x|<x  (z okrélenia [x])
a z zatlgenia wiemyze x<y
Zatem
[X<y.
Lecz [y] jest najweksz liczba catkowity nie wicksz od y czyli
[X] < [y]



o [x+ylz[x+[y]
Dowdd:
Niechx=[x|+a O0<a<1
y=[y]+B o0<p<1
Wtedy
X+y:[X]+[y]+a+,B

_[IX+[yl gdyo<a+p<1
[X+y]_{[x]+[Y]+lgdyLs a+pB<2

Wykres funkcji y=[x]
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Zadanie 1.Przy pomocy ogci catkowitej okrgl funkcje, ktéra kadej liczbie
naturalnej przypordkowuje reszt z dzielenia przez 5
Otrzymujemy:

f(n)=n-5]

Zadanie 2. Rozwaz rOwnania :
1) [x] = 1—9Cx+1

Zatbézmy, ze x spetnia powysze réwnanie .Oznaczmy
[x] =m, gdziemOZ
Z wkasngci mamy:

m<sx<m+1
Ponadto

9 . 10
m=—x+1 czyli x=—"(m-1
10 y 9( )
Otrzymujemy nierOWnNgi:
ms%)(m—l)<m+1

IM<10m-10<9m+9
10 m<9

Poniewa m jest liczky catkowita, wigc m0{101112,...18}

Zatemx[{1011% 122 132 14%,...198}
Po podstawieniu wyliczonych wakm do wygciowego réwnania stwierdzamy,
ze istotnie § one jego rozwizaniami



0 [

Postpujemy analogicznie jak povgj:
{x+1}_
—|=m
3

X+1
ms-§—<m+1

3M-1<x<3m+2
m="—-, a sid Xx=2m+1

AM-1<2m+1<3m+2
-l1<mg?2

czyli mo{o12} a tym samynmx {135}

3) x|+ [x+ 3+ [x+ 3] = 2006
Przyjmijmy, ze
x=[x]+a

Rozwaymy przypadki ze wzghlu naa

() o<a<?

wtedy:
x+2]=[
[x+2]=1

czyli rownanie ma posta
[X]+[x] +[x] = 2006

Wtedy rownanie nie ma rozwdan, bo lewa strona jest liczbcatkowity
podzielry przez 3, a prawa nie.



czyli rownanie ma posta

[x]+[x] +[x] +1= 2006
3x] = 2005

Powyzsze rownie t&nie posiada rozwean.

(i) i<a<1
wtedy:

2=+
2=+

czyli rownanie ma posta

[X]+[x]+[x]+2 = 2006

Jx] = 2004

[x] = 668
Stad oraz z warunku (iii) otrzymujemyse rozwhzaniem g wszystkie liczby
rzeczywiste naleice do przedziatu <668669).

4) 2[X2] - 3[4X—2]

Zauwamy, ze powy:sze rownanie jest spetnione tylko wtedy, gdy

[x*|=0 i [4x-2]=0
a wiec

1>x*20 [ 1>4x-220
xO(-1D i x[O<1,3

Stad  x0O<i2

2'4



5) [X]+[1-x] =1

Latwo sprawdzi, ze kada liczba catkowita spetnia réwnanie. Paday, ze
jesli x nie jest liczla catkowita, to nie spetnia rownania.

Niech x0Z. Wtedy 1-x0Z.
Zatem

[x] < x

[1—x] <1l-X
Po dodaniu stronami otrzymujemy

[x] + [1— x] <1
CO jest sprzeczne z wgjowym rownaniem.

Zadanie 3.
Dana jest funkcja f :N - N okreslona wzorem:

f(n) =n+ (=[]
Rozwiaz rownania :
a) f (n) =30 b) f(n) =58 c) f(n) =97

Rozwigzaa szukamy wrod liczb naturalnych. Kala liczbe naturalm n
maozemy przedstawiw postaci:

n=6k+m gdzie mO{ 012345}
Witedy :

f (6k) = 6k +[2k] = 8k

f (6k +1) = 6k +1- |81 = 4k +1
f(6k+2)=6k+2+[L3+2]=8k+2
f (6K +3) = 6k +3—[#3] = 4k + 2
f(6k+4)=6k+4+[L3+4]=8k+5
f (6k +5) = 6k +5—[5] = 4k + 4

Kolejno przyréwnujemy prawe strony powszych przypadkéw do liczby 30.
Okazuje st, ze tylko réwnanie 4k+2 =30 ma rozyzanie w zbiorze liczb
naturalnych. Otrzymujemy k= 7 czyli n=45.

b) rozwiazaniami tego rownaniadiczby 44 , 87
C) rozwiazaniem tego réwnania jest liczba 145.






